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CMO9

Definiciéon
Una funcién f localmente integrable sobre R se dice que es de oscilaciéon media
central de orden g, 1 < g < o0, si satisface que:

1/q
1
sup —/ |f(x) — fr|9dx < 00, (0.1)
rR>1 \ 2R J|_Rr.R]

donde fg es el promedio de f sobre [—R, R] dado por fg = m f[*R R] f(x) dx.
Se denota con CMO? al conjunto de tales funciones, ademds que el lado izquierdo
de la desigualdad es considerada ||f||cyo0-

v
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Espacio de Funciones: BMO (bounded mean oscillation)

Fritz John y Louis Nirenberg introdujeron en 1961 los espacios de oscilacién media
acotada BMO, que surgié para reemplazar al espacio de Lebesgue L°°(R) sobre el
cual no se comportan bien ciertos operadores y como una herramienta matematica
para el estudio de la regularidad de las soluciones de algunos tipos de ecuaciones
diferenciales en derivadas parciales.

Definicion

Diremos que una funcién localmente integrable en R, f € BMO si y sélo si

sup‘—h/h‘(x) — fildx < o0,
/ !

donde el supremo es calculado sobre todos los intervalos (acotados) / C R.

1 1
||f||Bmo:sup—/v(x)fmdx, f,:—/f(y)dy.
icr | J I J,

BMO = BMO, 1< g < .
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BMO y CMO9

La definiciéon dada generaliza el concepto de BMO al reemplazar el intervalo arbi-
trario / por el intervalo | = [-R, R].

Proposicién
Sil< g < qga < oo, entonces CMO% C CMO%, y la inclusién es estricta. J

La funcién f € CMO pero f ¢ CMO%. Seal< g1 < g2 < 0y

Fx) = > 2% ya, (x)sgn(x),

k=0
donde A, = {x € R: 2k < |x| < 2k + 2%}, k=0,1,2, ...
Chen, Y.; Lau, K. Some new classes of Hardy Spaces. Journal of Functional Analy-

sis.84: 255-278 (1989).

BMOY9 = BMO ¢ CMOY para todo g > 1.
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CMO9A

Definicion

Dado A < 1, 1 < g < oo se define el espacio CMO9* por la condicién:

1/q
1
f =sup (——— [ |F(x) — fal"dl
1l cmoar fs?uzl?l<|/1+/\‘7/,| (x) — 1Rl X> <00,

donde fg es el promedio de f sobre | = [—R, R].

Cuando X\ = 0 obtenemos los espacios CMQ¥Y.

Alvarez, J.; Guzman Partida, M.; and Lakey, J. Spaces of bounded \—central
mean oscillation, Morrey Spaces and A\—central Carleson measures. Collect. Math.
51: 1-47 (2000)
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CMO9A

Si A > —1/q, consideramos la funcién f definida sobre R como:

f(x) = Z 2k(+2a)/ag—k/24y \ (x)sgn(x),
k=0

donde A, = {x € R: 2K < |x| < 2k 4 2k/2},

Es facil mostrar que f € CMO%* pero f ¢ CMO?" para cualquier v < \.
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Espacio de funciones CMO?*

Definicién

Dada una funcién p positiva, definida en el intervalo [0, 00) y no decreciente se
define el espacio CMO?* como el conjunto de funciones f localmente integrables
que satisfacen:

1/2
HfHCMOZ/J = |/‘ <|I| /|f f/‘ dx) <OOaI: [_RaR]

CMO?** es mas general que CMO?*.

Si p(|1]) = [1]*, con 0 < X\ < 1 estamos en la definicién del espacio CMO?* dada
por J. Alvarez; J. Lakey; M. Guzman - Partida (2000).

Al considerar la familia de funciones p(t) = t*(1 + log™(t)) que son de tipo
superior \ 4 ¢ para todo € > 0, se tiene que

CMO?* ¢ CMO?? C CMO?***¢ y estas inclusiones son estrictas.
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Funciones p - CMQO??

Sea la funcién f que estd en CMO?*: f(x) = S 72, p(|x])2%/*x 4, (x) sgn(x),
donde p es positiva, definida sobre [0, +00) y creciente. Si p(|/|) = |/|*, con
0< A< 1— CMO?X,
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Otro ejemplo es p(t) = t*(1 + log™(t))
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Ondicula

La idea basica de una ondicula es que ella es una funcién, una adecuada funcién,
que pertenece a un cierto espacio de funciones y que sometida a dilataciones y
traslaciones genera una base ortonormal (u otro tipo de base) en tal espacio.

_2
Figura: La ondicula ¢(x) = (1 — x*) e 2~

1 da origen a la base ortonormal en L2(R): {4; «(-) = 2//2¢(2/ - —k); (j, k) € Z?}.
Estas ondiculas constituyen una base, en un sentido mas general, de muchos otros

espacios funcionales, el espacio LP(R), 1 < p < 0.
La versatilidad de esta base se debe, en parte, a las propiedades de la funcién .
9/ 48
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Ondiculas

)= Y cutiu(x)-
j-kez
La sefial analdgica (funcidn) f se puede caracterizar por medio de condiciones en
la sefial digitalizada {c; «}, donde {cjx = (f, % «); (j, k) € Z?}. Los coeficientes
¢ .k, coeficientes de ondiculas, son la informacién a manipular, almacenar,
transmitir para reconstruir la funcién.
La funcién 9 que da origen a 9 « es llamada ondicula madre.
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Via Ondiculas - Caracterizacién de L?(R)

Teorema

Sitp € L?(R), las siguientes afirmaciones son equivalentes:

© Y [(f.yu)l* = IIf|3 para toda f € L*(R);

j,kez
Qf= Z (f,j k)0j k con convergencia en L?(R) para toda f € L*(R);

Jj,kez

@ 1 es una ondicula ortonormal, es decir si Vj (x) = 2% Y(2x — k), j k€L es
una base ortonormal para L?(R).

W

Herndndez - Weiss. A first course on wavelets (2000).
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Via Ondiculas - Caracterizacién de espacios de funciones

Teorema

Sea 1) una ondicula ortonormal tal que 1) € R°. Si 1 < p < 0o, existen constantes
Ay y By, 0 <Ay, < By, < oo tal que:

A [[flle®y < Wy Fllry < Bp If || o(w):
para toda f € LP(R).

Apropiadas bases de ondiculas proveen la caracterizacién de LP(R), para

€ (1, 00). Dadas dos funciones f y v para las cuales tiene sentido el producto
escalar (f, 1)), definimos:

Wy () = 4> KPR QJX[k ey (X)

J,k€eZ

Stella M. Vaira (FBCB-UNL) 12 / 48



Via Ondiculas - Caracterizacién de espacios de funciones

Definicidon

Decimos que una funcién ¢ definida sobre R pertenece a la clase R° de
regularidad si existen constantes positivas ¢y, ¢1, 7 y € tales que:

/Rz/;(x) dx=0;
o)

,para todo x € R;

W0l < T

(5]
[0 (x)] < AT para todo x € R.

El resultado muestra que si ¢ es una ondita ortonormal, 1) € R?, entonces
{¥j« 1 j,k € Z} es una base para LP(R), 1 < p < oo; y ademds se tendria

£l o) = Wy Fllow)-

Stella M. Vaira (FBCB-UNL)

13 / 48




I —
BMO(p)

Definicidn

Sea p una funcién no decreciente, p : Rt — R™, definiremos al espacio de
funciones BMO(p) como la clase de las funciones localmente integrables f, para
la cual existe una constante C tal que

r}|//|f(x) — fildx < Cp(|1]),

para cada intervalo (acotado) / C R.

lf1lermop) serd el infimo de todas las constantes C.
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Espacio de sucesiones: tipo Carleson C(p)

Dada una funcién no decreciente p : Rt — R™, se define el espacio

C(p) = { c ={cs}sep, existe A Z c2 < Ap?(|I)|1], para cada |

Jci
JeD

D es la clase de intervalos diadicos Jj , = [25 ‘k;”] L k€Z JeD o Jk.

Denotaremos con ||c||¢(,y al infimo de tales constantes A, asi

C(p) = {c={cs} : llcllcqpy < oo}
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Caracterizacion de espacios de funciones via ondiculas -
Antecedentes

H. Aimar y A. Bernardis (1997) - Caso de ondiculas de Daubechies (Ondiculas
ortonormales de soporte compacto, con grado fijo de suavidad).

Teorema

Sea {4} k}j kez la base de ondiculas de Daubechies y sea p : R* — R una
funcién no decreciente que satisface p(2t) < kp(t) para alguna constante k y
todo t > 0. Si f € BMO(p), entonces ¢ = {¢j x = (f,¥j i) }jkez € C(p) y

cllcy < Cllifllsmo(p)-
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Caracterizacion de espacios de funciones via ondiculas -
Antecedentes

H. Aimar y A. Bernardis (1997)

Teorema

Sea {9j «}j kez la base de ondiculas y sea p = A+ j, donde A> 0y j es una
funcién de crecimiento tal que [, ﬁS) ds < co. Sea ¢ = {¢j k}jkez una sucesion
de nimeros reales que pertenecen a C(p). Entonces la serie Y | 7 G,k k,
converge en el sentido de la topologia débil* de BMO(n) a una funcién de
BMO(n); donde n(t) =t [ 25) ds.

52

Una funcién j es de crecimiento si es positiva, no decreciente, j(t) tiende a 0
cuando t tiende a co y es de tipo superior finito.
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Caracterizacion de espacios de funciones via ondiculas -
Antecedentes

E. Harboure; O, Salinas; B. Viviani (2008) - BMO,(w)
11l BmO, (w) = U T |I| /If — fildx < co.

Definicién
Decimos que una funcién v definida sobre R pertenece a la clase R™ con 7 >1
de regularidad y 1 serd una ondicula ortonormal si se satisfacen las siguientes
condiciones:
A) [ex")(x)dx=0,0<n<[r] -1
(B) [0 < i
|1/)(")(X)| S WX ER, para C,(S >0 Yy 0 S n S [T]
(C) El sistema

B = {¢yk(x) = 2/20(Px — k); (j, k) € 2%}

es una base ortonormal en L?(R).
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Clase de coeficientes de ondiculas

La sucesién de nimeros {c,} cp se dice que pertenece a la clase C,(w) cuando
existe una constante A tal que

S & < Al
Jcli

La raiz cuadrada del infimo de tales constantes A serd [|{c,}lc,(w)-
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E. Harboure; O, Salinas; B. Viviani (2008) - BMO,(w)

Teorema

Sea w un peso en Aq (Muckenhoupt), con 1 < q < 2 y p una funcion no negativa,
no decreciente, definida en [0,+00), tal que [~ 53(_52, ds < o0. Si f € BMO,(w),
entonces el conjunto de coeficientes de ondiculas de f: {{f, 1)} jep estd en
Cy(w) conn(t) = 279 [°
depende de f, ta/ que

{{F, ) buepllc,w) < Clifllamo, (w)-

53 ; ) ds. Mas atin, existe una constante C, que no

Teorema

Sea w un peso en Aq, con1 < q < 2y p una funcién no negativa, no decreciente,
definida en [0, +00), cdncava y de tipo superior c con 0 < ov < 2 — q. Sea ¢ una
ondicula ortonormal en R™ con q < 7. Si {c;} ep € Cy(w), entonces la serie
> jep €Iy converge en el sentido de la topologia débil* de BMO,(w) a f en
BMO,(w).
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Espacio de funciones CMO?*

Definicién
Dada una funcién p positiva, definida en el intervalo [0, 00) y no decreciente se

define el espacio CMO?* como el conjunto de funciones f localmente integrables
que satisfacen:

1 1 L\
f p=sup ——— | — [ |[f(x) — f|“dx < oo, =[-R,R
H ||CMO2P Rzpl p(“D <|I| /I| ( ) /| > [ ]
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Expansién por ondiculas para funciones del espacio CMO?”

Definicién
Diremos que v es una ondita ortonormal en R si las siguientes condiciones se
satisfacen:

(A) Momentos de orden cero nulo: [, 1(x) dx = 0.
(B) Decaimiento y suavidad: existen constantes Cp y Cy, € > 0, tales que:

(B1) [|o(x)| < W para todo x € R,
(B2) [W'(x)] < W para todo x € R.

(C) El sistema
B = {9 x(x) = 229(Ix — k); (j, k) € Z°}

es una base ortonormal en L?(R).

Lemarié-Meyer, gaussiana, Daubechies.
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Cv2r

Para cada (J, k) la funcién 9; , es obtenida a partir de ¢ por una traslacién y una
dilatacién que transforma el intervalo unitario [0,1] en J; x = [k277, (k + 1)27].
D familia de intervalos diddicos, {1,},cp sistema de ondiculas 'y {¢,} ep

serd ¢y = (f, 1), para f localmente integrable.

Definicidn
Dada p definida como antes y una sucesién de ndmeros {c,} ep se dice que

pertenece a la clase CV?* si existe una constante C tal que para cualquier
intervalo | = [—-R, R], R > 1 se cumple que

> 5 < o
Jcl
Jep

La raiz cuadrada del infimo de tales constantes C serd ||[{c,}||cvz.r-
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Resultados Principales - Teorema A

Teorema

Sea p una funcién no decreciente tal que/ p( ) ds < 0o. Si f € CMO?*,
1

entonces los coeficientes de ondicula de f, {(f ,wJ>}J€D, estdan en CV>" con

n(s):s/w%dt.

Mas aiin, existe una constante C, que no depende de f, tal que

{(F, 90} sen |l v < Cllfllemor.s-
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Resultados Principales - Teorema B

Teorema

Sea p una funcién no decreciente, céncava y de tipo superior a < 1. Sea ¢ una
ondicula que satisface las condiciones (A), (B1) y (Bz) y (C) dadas con

max{0,a — 3} < e < 3. Si{as}sep € CV?*, entonces la serie f = . ayih,
converge en el sentido de la topologia débil x de CMO?? a f. Mas aiin existe una
constante C, tal que

11l cmozr < Cll{astsenllcye -
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Demostracion del Teorema A

Suponemos ||f||cpmozr =1, | =[-R, R], R > 1. Para cada entero £ no negativo:
lp =2[-R,R] =[R2, R2%], con Iy = |

ff = (f - fl)Xlg—/g,l YE Z 1

fo = (f — fi)X).

Entonces

f—f,:i@.
=0
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Demostracion del Teorema A

Dado que las v, tienen promedio nulo

SUF=fnP =Y [Fu)P < cZ(waJ )

Jcli Jcli Jcl \¢=0
JeD JeD JeD
e’} 1
< CY D M)+ CY D ()P
JCl =2 JCl ¢=0
JeD JeD
= [+

Debemos estimar tanto / como //.
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N
Demostracion del Teorema A

Ya que f € CMO?”, se tiene que,
para { =0

Amuﬁw=4wn—Wme:/mw—stqwmm

para { =1

1/2
(4wuwﬁwﬁ < ClI[p(211) + 2 1]72p(121)).

para £ > 2

Mb—(Amuwwym

1/2
< ([ 1700 = AP a )+ P20~ il 21— 6
Iy
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Demostracion del Teorema A

Veamos qué se puede decir de |f;, — f;,_,|.

1

-1l Ji,_,

2 [ 1= e |2dx) < Collil).

¢ 2
Ifell3 < Cll (ZP(IL-I)) =2

i=2

|ﬁk - ﬂk—1| = (f(X) - ﬁk)dx

Asi
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Demostracion del Teorema A

Reescribimos I via desigualdad de Cauchy - Schwartz

e (/) ()

Jci

Por otro lado, dado un intervalo J = [, (k- - )} C | ycon{>2 yaque

satisface (By), propiedad de decaimiento, para algin 2 +¢ > 2

1 \° 1
-/lg—lgl |,‘/}J( )‘ = 23J|/é|3 = |/g| | | 2j
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Demostracion del Teorema A

Seguimos con la estimacién de /

oo l 2 3
. M
| < CJZC,(;W' (;p(m) (W'))
JeD
9] 14 2
BV (Z@(me)).
Jcli =2 i=2
JeD

Consideramos por separado y estimamos Y o, |[J|® < G |13
Jep

¢ I+1
Soeiy < [

P all| t
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Demostracion del Teorema A

1 2K+|I‘
Z/(Z 2"”) : Z2‘\/| o

2|1]

Tt
) 2“1|I| 2e+1|”
ds
g 21| 2€|/|
00 2£+1|” 1 t
CZ/ = / th ds
a0y 55 \Japy 8
/ / ) g s
1] 1|
Asi, finalmente

400 2 400 2
/§C1|/3</” ”,f?dt) el (m/” "’E?dt) — ClHlR():
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Demostracion del Teorema A

Procedemos a estimar Il, recordando

1/2

WyF)(x) = Y [{Fen)P2X5(x) p i con J = Jjp = [k M} .

207
J,kEZ

Sea 1) una ondicula tal que ¥ € R?, dada p € (1,+00), existe una constante
B, < oo tal que:

Wy fllr@y < Bpllfllom), VF € LP(R),
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Demostracion del Teorema A

Considerando el término para £ = 0 de /I resulta

1/2
<Z|<fo,¢J>|2|J|_1XJ> = Wyh.

JeD
Asi, para ¢ =0
f,
S lunf < ¢ [3 1 ﬂ“ (%)
Jci ' jep
Jep
<

c/ (Wi fo(x)|? dx,
R

y esta dltima integral estd acotada por Bg”fb”%g(R)
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Demostracion del Teorema A

S )P < c/|f(x)—f,|2dx
Jcl !
JeD

< Cp(lI2]

< (2.

De manera similar se procede para ¢ = 1.
De las dos estimaciones obtenidas para / y // concluimos

DK < Co(l) )]

Jcl
JeD
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Demostracion del Teorema B

Asumimos que
{aj.«Hlcvar = 1.

Probamos primero que

N
= 3 > ajktiu € CMO™ para cada N € N,
j=—N keZ

con norma independiente de N.
Sea | = [~ry, o] y sea d € Z, tal que 279 < ry < 2791, con la notacién habitual
Jik = [%: 55 (j, k) € Z?, consideramos la particién de Z? dada por

DYREEDY
i = {(j,k) € Z* tal que |J;x| > 27 J;kn21 # 0},
I, = {(j,k) € Ztal que |J; x| <27% Jj N2l # 0},
Is = {(j,k) € Z? tal que |J; x| > 27% Jj N2l = 0},
Iy = {(j,k)€Ztal que || <27% Jj,n2l =0}
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Demostracion del Teorema B

De acuerdo a esa particién, descomponemos
U=+ B+ £+ £

donde
V) = D aatiulx); i=1,2,3,4.

(,k)EL;
liI<N

Parte 1. Notar que Z; e Z, contienen sélo un ndmero finito de elementos y por lo
tanto £V(x) y £V(x) son finitas para cada x € /.
Estudiamos la finitud de £V(x) y £V(x).
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Demostracion del Teorema B

Finitud de £V(x):
Si x;j « el centro del intervalo J; « y (j, k) € I3, entonces j < d, pues
[kl =5 > 5.

, K41 k|41 -
Ademss, Jjx = [%, 552 C [—l |2jr B ‘; } = H; k, que es un intervalo centrado

en 0.
De la pertenencia a CV?* de la sucesién {a; x} tenemos

|aj k> < CHjil p*(IHj k).

En consecuencia, para x € /

B CP < D JaulPlviel < € Y0 [Hiwl o (IHia)lwn ()
i K)ET i K)ET
e Uik
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Demostracion del Teorema B

Propiedades de la ondicula (decaimiento con r =1+4¢ > 1), p tipo superior «, se
logra la estimacidn

, 1
B'QP < g A C Y o <oo
—-N<j<d

Ahora analicemos la finitud de £V(x) con x € /. Para ello usaremos las condiciones
de CV?P para los coeficientes y las hipétesis sobre 1 para probar al mismo tiempo
finitud y una estimacién; recordando que |Jj x| < 279 entonces j > d. Luego

2 2,

2 0 .

j dx < C . dx < C -5 I 1
/I|%,k(x)| X = //(1 2% — k|72 X k[or+2 para algin r >

y con |2x — k| > |k| — 2/|x| > |k| — 2ry > L.
Ahora si, estimamos y acotamos

/ NGO P d.
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Demostracion del Teorema B

Resulta entonces
iRz ae < clilg

Esta estimacién implica, en particular, la finitud de £,Y(x) para casi todo x € /.

, 1
HGP < BAR)C Y sy <o
~N<j<d
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Demostracion del Teorema B

Parte 2. Ahora veremos que existe una constante C, dependiendo sélo de las
constantes relacionadas a las condiciones del espacio CV?” y a p tal que

1/2
(/I|f”(x) —0) — BN dx) < ClI12(1).

Tales estimaciones implicaran que ¥ € CMO?* con normas acotadas
uniformemente. Para este propdsito consideraremos la desigualdad

(/, #00 ~ £"(0) - £'(0)] dx) R (/, OB dx) N
+ (/I\sz(x)l2 dx) 1/:_ (/,'ﬂN(X) o) dx) 1/2
" (/, |6 () dx)l/2

=1+1+1+1V.
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Demostracion Teorema B

En primer lugar notemos que /V ya fue estimado cuando abordamos analizar su
finitud. Asi, tenemos

1/2
_ N ()12 dx 2 172,
- (/,'f“ ()12 d ) < (1))

Veamos ahora la estimacién de /, Condiciones de suavidad de v, Teorema del
Valor Medio para funciones de variable real, ademds {a; x} € CV?* tenemos

> j,k)ETy |aj k> < C I 21 ])
U,k)

1/2 o 2 1/2
| = (/I)le(X)_ ﬂN(O)r dx) / < <|,2 /“l pt(3t) dt) < ClM2 p(l1)).
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N
Demostracion Teorema B

Las condiciones de ortonormalidad de la base de ondiculas, nos permitirdn obtener
una estimacién de //

= (/I‘fz/v(x)r dx)1/2

2 1/2 1/2
= / > awin(x)| dx =C| > laul
I'G.kez, (.k)ET,
iI<N liI<N

Del hecho que J; x C 4, para (j, k) € T, la condicién CV*” y el tipo superior a para p

obtenemos
> laklP < i,

U,k €L,
lilsN

asi resulta que

= (/Im”(x)ﬁdx)l/z < i),
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N
Demostracion Teorema B

Para estimar ///

ne = /I‘QN(X) - ;g“’(o).2 dx

2

/ S Jaral 1) — 0r0)] | .

(,k)ET3
liI<N

(2 (%)

Aplicar el Teorema del Valor Medio y la propiedad de decaimiento de la ondita v tenemos

Recordar que

EN:

P < crg™ p? < Crop?(ro) < C 11 °(|1)).

1
(ro) ([1]772=<)z
Asi {f"} son sucesiones uniformemente acotadas en CMO?>?.
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N
Demostracion Teorema B

Parte 3. La etapa final serd mostrar que {fV} converge a f de CMO?” en el
sentido de la topologia débil*.

Bastara ver que para toda g € HA>? (fN g) —n 0o (f, ).

Entonces existe f en (HA*?)* tal que fV —* f y como (HA%%)* C CMO??,
entonces f € CMO?*”, y ademads

[fllemozr < Cll{aj}lcves »
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CMO?* y su predual

Se probé la relacién (HA27¢)* C CMO?*.
La definicién de atomos que se utilizé para identificar el conjunto de funciones de
HA%?¢ que admite descomposicién atémica es:
Definicién
Dada una funcién ¢ no negativa, creciente, céncava y de tipo inferior / > 0, se
dice que a es un (2, ¢)-dtomo central si se satisfacen las condiciones:

Q@ sopac/l; I =[-R,R], con R >0,

Q@ [a(x)dx =0,

Q lallie < 1126 (4):
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|
(HA29)* C CMO?*

Teorema

Sea p es una funcién no negativa, no decreciente y del tipo superior o (> 0).
Para la funcién ¢ definida por ¢~ (%) = tp( j se tiene que:

SiLe ( HA? ¢’) , entonces existe una tinica f € CMO?>” tal que

= [ f(x) g(x) dx, para cualquier g € L§°.
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